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1. Operatii cu numere reale. Inegalititi

1. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia: xy + 2(x—y)=2007.
Traian Tamiian, O.M.L. 2008

2. Rezolvati in multimea numerelor naturale nenule ecuatia:
x* + y? +xy(x+y+2)=6.
Traian Tamiian

3. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia: xy —2008x + 2009y = 20097,
Traian Tamfiian

. a) Demonstrati ca existd x, y, z € N* astfel incat x° = [k o
b) Fie n € N*, n dat. Demonstrati ci existi x, y, z € N astfel incat x" = Ll
Traian Tamfian, Concurs 2007

5", a) Arétati cd existi x, y, z, r e N-{0, 1} astfel incat x=y+2+1£ =0.
b) FieneN, n>2, ndat. Aratati ci existi x, »,2,te N-{0, 1} astfel incat:

n

X -1 _yn +zn+l +tnz+l = O.
Traian Tamiian, R.M.T. 1/2010

6.Fiea,b,ceR cu proprietatea ci a’c® + ac + abe < 0. Aritati ca b* > 4ac.
Gabriel Popa, R.M.T. 3-4/2000

3 3
_ + 5 =l
a+l b+1

Traian Tamiian, G.M. 7-8-9/2010

7. Fie a, b€ (0, «)astfel incat ab =1. Aritati ca

8" .Fie n e N, ndatsi a, be (0, ) astfel incata-b =1. Demonstrati ca:

a—+ : =1
b+1 a+l
Mircea Berca, G.M. 10/2011
; D e R
9. Fie a, b€ (0, «)astfel incat ab=1. Aratati ca + =2,

a+1 b+1
Traian Tdmfian
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. Fie a, b € (0, o) astfel incat a-b=1. Demonstrati ca:

2010 2 2010 2
a +a01| bOl +b 011

22,

+
1+b6 l+a
Traian Tamiian

11. Fie a, b (0, o) astfel incat a-b=1. Demonstrati ca: B el el
Traian Tamiian

12. Demonstrati ¢ pentru orice a, b € R are loc inegalitatea:

aZO|2 +b20|2 +22020” +b2()l| +a+b.
Traian Tamfian

13. Fie a, b, ¢ €(0, ) astfel incat abc =1. Demonstrati ca:
3 2 3 2 3.0
a+a +b +b~ C +c >3,
bc+1 ca+l ab+1

Traian Tamfian

1 1 1 ab+bc+ca
~+ ~+ ~<
+d)* (b+d) (c+d) 4abcd
Traian Tamiian

14. Daci a, b, ¢, d €(0, x), ardtati cd

- e 1 2 ]
15", Determinati x, y € R stiind cd max{x2 +y+z, P +x+z}s 0.

Traian Tdmiian, G.M. 7-8-9/2011

. il 5 2 I2nion G 1 1
16". Determinati x, y, z € R, stiind c@ max(x2 +z° +y+Z, y +z +x+—4—) < z—z.

Traian Tamiian

17", Aratati ci pentru orice x, y, z €(0, ) are loc inegalitatea:

1 1 1 Hodalad i o :
~ e +— < —| — +—+—|. Precizati in ce conditii are loc egalitatea.
CHyz Ytz z+xy 20wy =

Traian Tamiian, O.M.]. 2006

18™. Aratati ca pentru orice numere reale strict pozitive a, b, ¢ este adevirata inegalitatea:

ab bc ca a+b+c $ 4

+ <
a+b b+c c+a 6

Traian Tadmiian, G.M. 3/1998
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19". Fie a, b [0, +w0). Aratati ca:

b c a+b+c 11
x/_+\/:+\/:———<—.
N2 T

g
Cristian Grecu, G.M. 11/1996

20. a) Arétati cd (x+a)(x+b) = (x++abh)* pentru orice a, b, x € [0,00).
b) Demonstrati ¢ pentru orice numere reale pozitive a, b, c are loc dubla inegalitate

(a+b)b+c)(c+a)2(a+~be)(b+~ea)(c+ab) > 8abe.

Traian Tamiian
21". Dacia>0, 5> 0, ¢ > 0 demonstrati c:
NI e 9

s G e —
b> ¢ a ab+bc+ca
Traian Tadmfian
22, Demonstrati ¢4, daci x;> 0, (V)i=1ln,ne N, n>2,atunci

1 1
(& 2, o ) +
6+ 2%, + tnx, - 2x 4+ 3%, +...4nx

n-1 “ xn
| ] 2n
+

22 i
nx +x,+..+(n-Nx, ) n+l

S

Traian Tamiian
23", Daci a, az, .., ay € (0, +0) siay+ ar+ ..+ a,=1, demonstrati inegalitatea:
2 2 2

(g, +a,+..+a, ) " (a,+a, +...+a,) . (a, ddpbeata )

I+a I+ a
neN,n>3.

2()7-1)2,

n+l

unde
1&ta
Traian Tamiian, in atentia comisiei O.M.N. 2007

24", Demonstrati ca pentru orice numere reale x, y are loc inegalitatea:

(= 1+ )+ 1P+ 30+ (- DI+ + 1)) < (P S
Cénd are loc egalitatea?

Traian Tdmiian
25", Demonstrati ca pentru orice @, b, ¢ >0 are loc inegalitatea:

V2a+4b+4c +4a+2b+4c +aa+ab+2c 2 3(Ja +/b +o).

Traian Tamfiian, C.M. 1/2005
26", Demonstrati ci pentru orice numere reale a, b, ¢ are loc inegalitatea:

N3a® +1267 +27¢% +36% + 126 4+ 27a” +\3¢* + 1282 + 2752 > 6(a+b+c).

Traian Tdmfian
14




27", Demonstrati ci pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢ are loc inegalitatea:
J2a+0)(2b+c) +(2b +a)2c+a) ++/(2c +b)(2a +b) > (Ja ++/b ++/c).

Traian Tdmiian

28" Fie a, b, ¢, d numere reale nenule cu proprietatea |ad — be|<1.

2
1 ,/1+(ac+bd) o

+ + >
b et d’ 2

Aratati cd
Traian Tamfian

28" Fie x, y, z € R cu proprietatea x* + y* +z* £9. Demonstrati inegalitatea:
1

+
2 +yz+3 +\/?+zx+3 JZ2 +xp+3

21

Traian Tdmiian, G.M. 12/2012

e il % SR 5 2 2 ;
M. Demonstrati ca, dacd s, ai, a2, ..., an € R astfel incat a, +a, +...+a. =s,atunci

5= +ls—a} +..+ys—a, >Jn-1(a +a,+..+a,),(¥)neN,n22.

Traian Tdmiian, G.M. 7-8/2001

4 4
. A3, =l
31" Fie g, b e (0, 1). Demonstrati echivalenta: a® +5° =1 & 96—%—1 =%.
a® +b° -

Romanta Ghitd si loan Ghitd, G.M. 4/2001

32", Ardtati ca numarul £ = x* — x* + X"

(Y)ne N'.

— x* + 1 este strict pozitiv, (V) x € R si
Dinicu Budescu, G.M. 2/1996

33" Fiex, , z t, u, v € R,. Demonstrafi ca dacd existd g, b € R’ astfel incat sa fie

satisfacute simultan condltnle 3a-2b=xSa-4b=y, Ta-6b=2,2b-a= r,
4b-3a=u,6b-5a=Vsix+tytz=t+tuty, atunci X" + )y + 2" ="+ u" + V),
pentru orice n € N.

Traian Tdmfian

34. Daci a, b, ¢ (0, «) ardtati ci are loc inegalitatea:

( b+c) ( a+c) ( a+b]
max| a, — | max| b, 5 max| ¢, >
2 + + =

b+c a+c a+b

3
"
Traian Tdmiian
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Solutii




Clasa a IX-a

1. Operatii cu numere reale. Inegalitati

1. Ecuatia se scrie echivalent xy + 2x — 2y — 4 = 2003 < x(y+2)-2(+2)=2003 <= (x-2)(y + 2)=
=2003. Cum 2003 este numir prim, rezulta cazurile:
x—-2=2003 x=2005 x-2=1 x=3
1) & sau 2) = z
y+2=1 y=-1¢N y+2=2003 y=2001
Solutia ecuatiei este deei S = {(3, 2001)}.

2. Ecuatia se scrie astfel:
XAy 2y xp(x 4 ) =6 & (x+ ) Hxp(x+p) =6 & (x+ )+ y+ay) =6,

+y=2 +y=2
Cazull){x . <:>{x i Sx=y=1.

X+ y+xy=3 xy=1
=l x+y=1
Cazul 2) e & Y , sistem care nu are solutii in numere naturale.
x+y+xy=6 Xy=35

Deci, solutia ecuatiei este S = {(1, 1)}.
3. Scézénd din fiecare membru 20082009, ecuatia se scrie succesiv:

xy —2008x +2009y —2008-2009 = 2009 — 2008 - 2009
x(y =2008) +2009(y —2008) = 2009(2009 - 2008) <> (x — 2008)(y +2009) = 2009.
Deoarece 2009 =1-2009 = 7-287 = 41-49, se disting cazurile:
x+2009 =2009 =0
azul 1) :
y—2008=1 y=2009

x+2009 =1 ! .
Cazul 2) , imposibil.
»—2008 = 2009

x+2009 =7 oy
azul 3) , imposibil.
»—2008 =287
x+2009 =287
Cazul 4) , imposibil.
y-2008=7
x+2009 =41
Cazul 5) , imposibil.
y—2008 =49
x+2009 =49 e
, imposibil.
y=2008 =41

Rezultd ca unica solutie a ecuatiei date este S = {(0,2009)}.
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4. a) Din egalitatea 2° = 2% + 2® rezultd (2°)’ =(2*)* + (2%)* sipunand x=2%, y =2, z=27 rezultd
ci x* =y* +2*.
b) Pentru orice neN' au loc egalitatile (2"*')"" +(2"")™ = 2.27-' = 2" oA ()" —
="'y +2""y™" (1), pentru oricene N'.
Luandin (1) x=2", y=2"', z=2"", rezultd x" = y"" +z
5. a)Luam x=3", y=3s, z=3,1=3%
b) Folosind descompunerea n' —1=(n-1)(n+1)n" +1) avem:

(3(u+|)(uz+l))n—l +(3(n:+l)(n—l))n+l - (3(n—l)(n+l))n2+l - 3 3 3(n-l)(n+|)(n2+l) = 3 .311‘—I = 3"" S (3n‘1 )n, de unde

n+|

(3(n+l)(112+l))n—l _(311" )n s (3(nz+l)(n—l) )n+l +(3(n~l){n+|) )n1+l =3 0 (*).
Ludnd x =300 g 30 g o g g 3R, i rela;ia(*) rezultd concluzia.

& Daci ac < 0 atunci avem b? > 0 > ac. Daca ac > 0 atunci din @ +ac+abc<0=> ac(ac sl
+b)<0=>ac+1+b<0=>4ac<-4(1+b)(1). Dar-4(1 +b)<b* (2). Din (1) si (2) = b*2 4ac.
7. Folosind ipoteza, inegalitatea ceruti se scrie succesiv astfel:
a (b+1)+b3(a+1)>(a+l)(b+])©ab(a +b*)+a’ +b’ >ab+a+b+l < a’+b* +a* +b' 2

>a+b+2o (@’ +b*-2)+a +b' —(a+b)2 0 (@ +b* =2)+(a+b)d’ —ab+b* )20 &
O(az+b2—2)+(a+b)(a2+b2—2)20<:>(a2+b2—2)(1+a+b)20©a2+b2—220©a2+
+ b* —2ab >0 < (a-b)’ 20, inegalitate adevarata.

% Cum a-b=1 inegalitatea de demonstrat se scrie echivalent:

1 2n+l
n+ 1 a n

a an a 2n+l

2l + 21
1 a+l a+l a'(a+)) a'(a+1)

n+l 2n+1 n+l
—a —

>2led™ +12a4" +ad" ©a

a"+120a™ (@ -D)-(a"-1)20& (a" =)@ -1)20 o (@-) (@' +a" +..+a+l)

{a" +a"" +..+a+1) =0, relatie adevarata.

a a A Vs b b’
gil akab Beb bl brah léa
Cu acestea inegalitatea ceruta se scrie:

a] b3 aZ b2
a+1+b+l)+(b+l+a+1]22¢> .
Gsb)2(+a)l+b) o d +b +a’ +b’ 2ab+ra+b+l & (a+b)a® +b* —ab)+a’ +b* 2
2a+b+2 o (a+b)(a2+b2—l)-—(a+b)+a2+b2—-220©(a+b)(a2+b2—-2)+(a2+b2—2)2
20 (a2+b2—2)(a+b+1)20<3a2+b2—220<:>a2+b2-2ab20©(a—b)2 > 0, inegali-

Cum ab =1, avem

2 2 2 2
—9—+—b—- Py LSS ¢ >l ad’(+a)+b -
b+1 a+l b+1 a+1

e adevarata.
Folosind inegalitatea mediilor, avem:

202 2011 2010 2011 2010 2010 2010 2010
£+ PO +E  a™(+a) b (l+b)22_\[a (+a) °0+8) ) [y
1+b l+a 1+b I+a 1+b l1+a
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11. Cum a-b =1 inegalitatea de demonstrat se scrie echivalent:

g Rl
ey 1 2010 1 +1 +a

+—m2a™ + 2010@ o st o ad®+12d +asa
a a a a

4022 4021
-a  —-a+128

@ a®(@a-D-(a-1)20 (a-1)a™ -1)20< (a=1*@ ™ +a™° +..+a+1)>0,
adevarata.
12. Inegalitatea se scrie succesiv a™'? —a™"' +5™ —p™"' —(a+b)+220 = ™" (a 1)+ ™" (b~

~a-D)=(b-1)20 (a-1)@® ~D+G-DE" -1)20 ().
Dacd a >1=a™"' >1 sideci (a=1)@™"' -1)>0 (2).

Dacd a<1=a™"' <1 sideci (a-1)@®"-1)20 (3).

Din (2) si 3)rezultica (a-1)(a™"'-1)20, (V)a eR (4).

si relatia analoaga (b—1)(b™"' -1)20, (V)b eR  (5).

Adunand relatiile (4) si (5) rezultd ca (1) are loc, c.c.t.d.

"

3 2 3 2 2 2 3 3 2
ok td Kl ; bt
13. Cumabc =1, avem: T ajrB cE AL si analoagele =bh.
bc+1  bc+abe be(1+a) be abe ca+l
¢ +c?
i ¢’. Cuacestea inegalitatea de demonstrat devine a’ +b° +¢* > 3 ().
ab+

Se cunoaste ca a’ +b° +¢* —3abc = %(a +b+c)(a-b) +(b-c)’ +(c—a)’]20, de unde re-

zultd cd a’ +b’ + ¢’ = 3abcsi cum abe =1 obtinem inegalitatea (*).

1 1 1
14. Avem (a—d)* 20 < (a+d)? = dad < 1) si analoagele: =i
e ey e ardy ~dag DS B 0o s g
e e
: P
T e Ry

Adunand relatiile (1), (2) si (3) rezulta
1 1 1 1 g =[] 1 1 1
ik o sSE—| —t—+— | & Tk ok 5
(a+d) (b+d) (c+d) 4dd\a b . ¢ (a+d) (b+d) (c+d)
ab+bc+ca
rqpacibd Sl o
4abed

veietid:

2 . 03 1
15. Din enunt rezulta ca: x* +y+%s 0siy° +x+zs 0.
Adunand aceste relatii obtinem
xz+y2+x+y+%‘<‘062x2+2y2+2(X+y)+150®(x—y)2+ (x+y+1)’ <0, deunde
x—y=0si x+y+1=0. Rezulta ca x=y=_%,

: 1 : 2 1 1
16. Din enunt rezulti ca x2+zz+y+Z£z—% i y2+z‘+x+ZSz—Z.
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Adunand aceste relatii obtinem x* +y” +22° +x+y+% Szz—-;— oF+y +x+y+27 -2z+10=
S +y)+2x+y)+1+4° —4z+120 & (x—y)? +(x+y+1)> +(2z-1) <0, de unde
x-y=0,x+y+1=05122-1=0.

i

-

2
17. Din i%z\/xzyz rezultd — L l o 1 < \/; (.

X 4+yz 2xyz 222 Yoz

Rezultacd x=y = —12 sl z=

Scriind analoagele pentru (1) si suménd membru cu membru obtinem

b i d i e e b USRS L O

2 2 2 7 |
X+yz Y +zx z +xy 2wz
x+y +z | z+X
Dar (Jxy ++/yz +zx < 2} o 3 > , de unde rezulta ca:

2
Jo +yz +Jm <x+y+2(3).
1 1 1 1 1

Din (2) si (3) rezultd ,1 = s < (x By 4 )i Erre +
X+yz Ytz z+xy 2nz X +yz y +zx

1 i{{EIr s S o ;
s < —| — +—+— |, adica inegalitatea ceruta.
z +xy 2\xy yz 2zx
Egalitatea are loc daca si numai daca relatiile (2) si (3) au loc cu egalitate, adica x* = yz, 3=
= zx, 2 = xy si respectiv x = y = z. In concluzie, egalitatea arc loc dacd i numai dacadx =y =z.
18. Inegalitatea se scrie echivalent:
b oo Be e ol b A B sidi v a4
+ + < + +
a+b b+c c+a 12 12 12

3 3
; +b’+4 .
Vom demonstra in prealabil cd abb 25 ,(M)a,beR, (2).
a+

(1.

12
Avem (2) < (a + b)(@® + b+ 4) 2 12ab (3). Dara +b >2Jab sid+ b2 2a’h’, de unde
rezultd: (¢ + b) (@ + b+ 4) = 2Jab (2Va’b’ + 4) (4). Raméne de demonstrat ca 2Jab -

(2Jab® + 4) > 12ab (5). NotandNJab =1, t> 0, avem (5) < 2120 +4) = 12 -3t+22
>0 < (1 - 1)1+ 2) 2 0, relatie adevarata pentru orice ¢ > 0. Din (4) si (5) rezultd ca (3) are loc si
deci are loc (2). Scriind pentru (2) analoagele si adunénd cele trei relatii, se obtine inegalitatea
ceruta.

19, Notam JZ = \/% =F \/-;i =z,x ¥ z20. Rezultd a = b= 2y2, ¢ = 32° si inegalitatea
devine:

rty+z- iﬁlﬁis% o 603+ 2P+ 3D - D +y+2)+ 112006052+ )+

2

2 1 R g Jp 1Y
s o pel) s18 22 —2z42 | 20 6(:- 1P+ 12[ y—= | +18|z- ]| 20.
(y - 4} (z i 9) ik, (y 2) ( 3)
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